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1. EINF~HRUNG 
In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir ein Problem, das zum erstenmal 
von T. Carleman [2] im Zusammenhang mit der Warmestrahlung einer 
punktformigen Warmequelle in einem homogenen K&per betrachtet 
wurde. Es handelt sich urn ein Innenraumproblem der Potentialtheorie 
mit nichtlinearer Neumannscher Randbedingung. Fragestellungen dieser 
Art wurden auf3erdem von L. Lichtenstein [lo], K. Maruhn [12], 
K. Nakamori und Y. Suyama [13], sowie von K. Klingelhofer [7] diskutiert. 
In der Arbeit von Maruhn werden solche Liisungen betrachtet, die in der 
Nachbarschaft von Liisungen der klassischen linearen Probleme liegen und 
insbesondere “Verzweigungsgleichungen” fiir diese Liisungen hergeleitet. 
Grundlage der Untersuchungen von Klingelhiifer ist die Theorie nicht- 
linearer stark monotoner Operatoren im Hilbertraum, die auf C. L. Dolph 
und G. J. Minty (vg1.z.B. [3]) sowie auf F. E. Browder [l] zuriickgeht. 
Im folgenden wahlen wir als Zugang die Theorie der asymptotisch linearen 
Operatoren. Der Begriff des asymptotisch linearen Operators wurde von 
M. A. Krasnoselskii (vgl. [8]) eingefiihrt und ist wie folgt erklart: Es sei X 
ein Banachraum und T ein nichtlinearer auf X definierter Operator. T heil3t 
asymptotisch linear, falls es einen linearen Operator B mit 
lirn II TX - BX II = 0 
IIXII ’ 
X6X II ~il+=Q (1.1) 
gibt. Man nennt den Operator B die asymptotische Ableitung von T. Fiir 
vollstetige Operatoren mit asymptotischer Ableitung konnte R. I. KaEu- 
row&ii [6] eine interessante Verallgemeinerung der Fredholmschen Theorie 
durchfiihren. Dabei werden insbesondere fur den Fall, da13 die “zugehiirigen” 
homogenen linearen Probleme Eigenliisungen besitzen, notwendige und 
hinreichende Bedingungen fur die Losbarkeit von nichtlinearen Operatoren- 
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gleichungen angegeben.l Von diesen Resultaten machen wir im folgenden 
~Gebrauch und gelangen dadurch zu explizit angebbaren Lijsbarkeitsbedin- 
gungen fur die nichtlineare Randwertaufgabe, die in den oben zitierten 
Arbeiten nicht enthalten sind. 
Wir prlzisieren zunachst unsere Fragestellung und formulieren das 
folgende Randwertproblem: 
(A) Es sei D ein Gebiet im dreidimensionalen Euklidischen Raum iw3 
mit der zweimal stetig differenzierbaren Randflgche 8Q. Gesucht sind Funk- 
tionen U(X) mit folgenden Eigenschaften: 
(i) u ist in Q zweimal stetig differenzierbar und erfiillt die Potential- 
gleichung 
Au = 0 in 52. (1.2) 
(ii) u ist in a = Q + as2 stetig differenzierbar und geniigt auf aQ 
der Randbedingung, 
0.3) 
Die Eigenschaften der Funktionen f und /3 werden im folgenden noch fest- 
gelegt. 
Der Spezialfallo1 > 1 wurde bereits mit Hilfe der Theorie der asymptotisch 
linearen Operatoren in [4] untersucht. Hierbei lal3t sich unter Verwendung 
der Greenschen Funktion G(x, y; a) zur linearen gemischten Randwert- 
aufgabe der Potentialtheorie leicht ein aquivalentes Integralgleichungs- 
problem herleiten, auf welches die Theorie von KaEurowskii anwendbar ist. 
LaRt man dagegen beliebige komplexe Werte (Y zu, so treten Polstellen der 
Funktion G(x, y; a) auf, so da8 keine geeignete Integralgleichung vorliegt. 
Der Weg iiber verallgemeinerte Greensche Funktionen erweist sich als 
nicht zweckm%Big. Wir betrachten daher anstelle der Randbedingung (1.3) 
eine aquivalente “verschobene” Randbedingung (siehe Gl. (3.2)), wobei 
die eindeutige Existenz der Greenschen Funktion an der “verschobenen” 
Stelle gesichert ist. Dadurch l&t sich ein einfaches aquivalentes Integral- 
gleichungsproblem herleiten. Wir zeigen, dal3 der entsprechende Integral- 
operator asymptotisch linear ist. (Voraussetzung ist hierbei, da8 f die Bedin- 
gung (3.26) erfiillt) und fi.ihren die “zugehorige” lineare Integralgleichung 
auf ein aquivalentes lineares gemischtes Randwertproblem zurtick, fur das 
die Lijsungsverhaltnisse weitgehend bekannt sind. ES zeigt sich, daD das 
Randwertproblem (A) stets eine LBsung besitzt, falls DL - 1 keine Polstelle 
1 Vgl. Sat2 1. 
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des linearen Randwertproblems ist. Andernfalls ist das Randwertproblem (A) 
im allgemeinen nicht l&bar. Eine Losung ist jedoch dann moglich, wenn die 
Funktionen f und /I gewissen Orthogonalitatsrelationen (vgl. (3.28) bzw. 
(3.29)) gentigen. 
Wir beniitigen im weiteren entscheidend den folgenden Alternativsatz von 
KaEurowskii: 
SATZ 1. Die Operatoren T bxw. T’ seien vollstetige (nichtlineare) Abbil- 
dungen des Banachraumes X bxw. des konjugierten Banazhraumes X* in sich. 
Ferner seien B bxw. B* (B* adjungiert xu B) die asymptotischen Ableitungen 
von T bzw. T’. Dunn gilt: 
(a) Falls die homogene Gleichung 
x = Bx (1.4) 
nur die triviale Losung x = 0 hat, folgt: Die Gleichungen 
x=Tx+y bzw. v = T’v + y’ (1.5) 
besitzen fur jedes y E X bxw. y’ E X* eine Losung. 
(b) Die homogene Gleichung (1.4) besitze nichttriviale Liisungen. Weiter- 
hin gelte 
bzw. 
TX - Bx E {ker(l - B)*}l fiir alle x E X (1.6) 
T’v - B*v E {ker(l - B)}‘- fiir alle v E X*. (1.7) 
Dann sind die Bedingungen 
y E {ker(l - B)*)l bzw. y’ E (ker(1 - B))l (1.8) 
notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit der Gleichungen 
x= Txfy bzw. v = T’vfy’. (1.9) 
In Satz 1 bedeutet ker (A) den Nullraum des Operators A, wshrend 
(ker(A)}I = {x: z E X, (x, x) = 0 fur alle x E ker(A)} 
ist. 
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2. DIE GEMISCHTE (LINEARE) RANDWERTAUFGABE 
In diesem Abschnitt betrachten wir das folgende klassische Problem (B) 
das wir erhalten, wenn wir in Problem (A) die Randbedingung (1.3) durch 
die lineare Randbedingung 
g+ ccl4 = g (2-l) 
ersetzen. Wir zeigen, da13 die Losung des Problems (B) meromorph von dem 
Parameter 01 abhangt. 
Im folgenden legen wir unseren Untersuchungen den Banachraum C(XJ) 
der auf 8Q erklarten stetigen Funktionen q mit der Norm 
(2.2) 
zugrunde. 
Der iibliche Ansatz 
(2.3) 
fiihrt unter Beriicksichtigung der Sprungrelationen fur das Einfachpotential 
zu der Integralgleichung 
Mit der Abkiirzung 
XE22 (2.5) 
l&t sich (2.4) in Operatorform schreiben: 
p-L&L==. (2.6) 
Der Operator L, ist bekanntlich ein linearer vollstetiger Operator von C(aQ) 
in sich und auDerdem analytisch (vg1.z.B. [14]) beziiglich der Operatornorm 
II L II = w.wP II: P E PQ), II I* II = 11. (2.7) 
EIN NICHTLINEARES RANDWERTPROBLEM 631 
Fur (Y > 0 ist Problem (B) immer eindeutig l&bar, falls g E C(&‘) ist (vg1.z.B. 
[9]) und aquivalent zur Integralgleichung (2.4). Der Kern dieser Integral- 
gleichung ist in der gesamten komplexen Zahlenebene @ analytisch in (Y 
beztiglich der Maximumnorm. Daher folgt (etwa aus [SJ): Der inverse 
Operator 
(I - La)-1 Gw 
h%ngt in c beztiglich der Operatornorm (2.7) meromorph von 01 ab. Man 
sieht dann leicht, da13 such 
Pa = (I- LCY g (2.9 
meromorph beziiglich der Norm (2.2) ist. Zu jedem 01~ E @ gibt es somit ein 
I > 0, so daD die Laurententwicklung von TV, fur jedes OL mit 
0 < 1 ar - % ] < r(01g) gleichmS3ig auf 8.Q konvergiert. Dann ist such die 
Laurententwicklung von 
P.(Y)& ,xCiy, (2.10) 
in einem gewissen Ringgebiet Ra, urn 01,, gleichm%Big fiir y E as2 und x E .Q,-, 
(Da: = kompaktes Teilgebiet von Q) konvergent. Wir kijnnen also die 
Integration in (2.3) gliedweise ausfiihren und erhalten fur UJX) eine Laurent- 
entwicklung, die fiir x E s2, in Ra, gleichmll3ig konvergiert. Damit ist die 
Meromorphie von U,(X) in C gezeigt. In jedem kompakten Bereich D von @ 
kijnnen somit nur endlich viele Polstellen c+ liegen. Wir bezeichnen mit P 
die Menge dieser Polstellen: P = {q}, j = l,..., k. Fur den Fall, dal3 
aj E P ist, existiert bekanntlich eine (nicht mehr eindeutig bestimmte) Losung 
von (B) nur, falls g der Bedingung 
vmj(x) g(x) dF = 0, j = I,..., k, m = l,..., lj (2.11) 
geniigt, wobei v,,,! die (endlich vielen) Eigenlosungen des homogenen Rand- 
wertproblems mit 
Av = 0 in Q; 
av (2.12) & + ajv = 0 auf ai 
sind. 
Sei nun 014 P. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Greensche Funk- 
tion G( y, x; OL), so dal3 die Losung von (B) fiir beliebige Funktioneng E C(aQ) 
in der Form 
u(x) = sa,g(u) G(Y, x; 4 dF, , XEi2 (2.13) 
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dargestellt werden kann (vgl. [ll]). Aus den Eigenschaften von u folgt: 
Fur jedes g E C(8Q) geniigt der Ausdruck 
s aQg(y) G(Y, xi 4 dF,, XEQ (2.14) 
der Potentialgleichung 
4 J m g(Y) G(Y? x; a) dF, = 0, XEQ (2.15) 
und der Randbedingung 
[(~+~)Si,g(U)G(y,x;a)dF,]I=g(x), XE&‘. (2.16) 
AuDerdem ist (2.14) im ganzen Raum [w3 stetig2 und besitzt die tiblichen 
Regularitatseigenschaften. 
3. DIE NICHTLINEARE RANDWERTAUFGABE 
Wir benutzen in diesem Abschnitt Satz 1 und die Ergebnisse von Sektion 2, 
urn einen Existenzsatz fiir Problem (A) herzuleiten. Hierzu sei D ein kom- 
pakter Bereich der komplexen Zahlenebene c und a: E D. Falls 01 E P ist, 
existiert eine komplexe Zahl T # 1 mit 01 - T $ P. Die Bedingungen (i) und 
(ii) in Problem (A) sind d ann aquivalent zu den Bedingungen des Problems 
(A’) mit 
Au =O in J2; (3.1) 
;+(a-T)u=f(.,u)-Tu+p auf asz. (3.2) 
Fur den Fall, da13 01$ P ist, setzen wir T gleich Null. Da 01 - T $ P ist, ist 
G(y, x; 01 - T) eindeutig bestimmt (vgl. Sektion 2). 
Sei ?I Losung von Problem (A’). Dann ergibt sich aus der Darstellungs- 
formel der Potentialtheorie fur u die Darstellung 
44 = s, WY, U(Y)) - 4r)l WY, xi a- 4 dF, 
(3.3) 
2 Analog zu den in [ll] zitierten Arbeiten kann gezeigt werden: Es existiert eine 
Konstante A, so da6 fiir alle x, y E B die Abschltzung I G(x, y; a)1 < A/I x - y I gilt. 
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Seien die Bedingungen 
(I) f(x, t) E C(ZJ x (- co, 00)); /3 E C(aQ) erfiillt. Dann sind beide 
Seiten von (3.3) sogar in a = D + 852 stetig. (Vgl. Sektion 2). Somit gilt 
(3.3) such noch fur x ED. Bezeichnen wir mit p(x) die Restriktion von U(X) 
auf aJ?, so erhalten wir, dal3 TV der Integralgleichung 
~(4 = jaQ MY, P(Y)) - v(Y)I G(Y, xi a- 4 dF, 
(3.4) 
geniigt. 
Sei umgekehrt p(x) eine stetige Lijsung der Integralgleichung (3.4). Dann 
ist die durch 
+> = joQ MY, P(Y)) - v(Y)I ‘3~s xi a- 4 @v 
(3.5) 
definierte Funktion u(x) Lijsung der Randwertaufgabe (A’). Zum Beweis 
ersetzt man in (2.15) bzw. (2.16) die Funktion g(y) durch die Funktion 
f(Y, P(Y)) - V(Y) + B(Y)? Y E aQ* (3.6) 
Hierbei ist zu beachten, da6 fury E X? die Funktionen u(y) und p(y) iden- 
tisch sind. 
Wir ftihren nun die folgenden Abkiirzungen ein: 
TcL(x): = s, [f(yt P(Y)) - v(y)1 G(Y, xi a- T> dF, > xEaQn; (3.7) 
$(x): = jaQP(r) G(Y, x; a - T) dF,, XEasz. (3.8) 
Dann lal3t sich die Integralgleichung (3.4) kurz in der Operatorform 
cl=Tp-l-# (3.9) 
schreiben. Weiterhin definieren wir den linearen Operator B durch 
BP(X): = (1 - T) 1, P(Y) G(Y, xi 01 - T) dF, , x6ai2. (3.10) 
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Wie in [4] zeigt man, da13 B und T beschrankte vollstetige Operatoren von 
C(8.Q) in sich sind. Stellen wir an die Funktion f die zusatzliche Forderung 
(II) \f(x,t)-t\ <u(x)+bjt]Y, xeasz, tE(-c0,00) 
mit 
u(x) E WQ) (a(x) > O), b > 0, O<y<l, (3.11) 
dann ltit sich zeigen, dal3 T asymptotisch linear mit der asymptotischen 
Ableitung B ist. Es gilt namlich: 
II TP-%ll 1 
IIPII =- IIS IIPII as2 MY, P(Y)) - V(Y) - P(Y) + v(Y)1 




- 2;; J+-* I G(Y> 
(3.12) 
xi c-i - 41 * I f(r, P(Y)) - PFL(Y)I dF, 
Setzen wir zur Abkiirzung 
K: = max xeaQ s, I G(Y, xi 01 - T>i dF, 3 (3.13) 
so folgt wegen Bedingung (II) die Abschatzung 
Hieraus ergibt sich dann durch Grenztibergang )I p ]j -+ 00 die Behauptung. 
Wir untersuchen nun die Gleichung 
v = B*v, (3.15) 
indem wir sie auf ein geeignetes lineares Randwertproblem zurtickftihren. 
Hierbei ist zu beachten, da13 aus der Symmetrie der Greenschen Funktion G 
die Beziehung B = B* folgt. Wie oben zeigt man, dal3 der Ansatz 
w(X) = (1 - 7) Jh, V(Y) WY, x; 01 - T) dF,, XESZ (3.16) 
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auf die zu (3.15) gquivalente Randwertaufgabe mit 
Av = 0 in9; 
-7)v=(l -7)v auf&Q 
fiihrt. Diese ist wiederum zum Randwertproblem mit 
Av=O in J2; 
i3V 




gquivalent. Wir haben nun die beiden Ftille u - 1 # P und OL - 1 E P zu 
unterscheiden. 
Sei etwa 01 - 1 # P. Dann besitzt (3.18) und damit such (3.15) nur die 
triviale Losung. Nach Satz 1, Teil (a), existiert dann fiir jede Funktion 
y% E C(M) eine stetige Losung p der Integralgleichung (3.4). Setzt man p in 
(3.5) ein, so ist u(x) Losung von Problem (A). Falls jedoch 01 - 1 E P ist, 
hat (3.18) endlich viele Eigenliisungen, etwa v, ,..., vr . Damit hat such 
(3.15) r Eigenlosungen, etwa vr ,..., v, . Fiir diese gilt nach (3.16) 
v&) =(1 - 7) s, vi(r) WY, x; 1~ - T) dF, , fi.irx~O (3.19) 
bzw. 
vi(x) = (1 - 7) s, vi(r) G(Y, xi a - 4 @‘v , fiirxEaS2. (3.20) 
Damit folgt aus Satz 1, Teil (b): Sei 7 E C(aQ) beliebig und 
(Tvj-&,vi)=O, i=l,..., I (3.21) 
erfiillt. Dann ist die Bedingung 
($4 Vi) = 0, i = I,..., r (3.22) 
notwendig und hinreichend fur die Existenz einer Lijsung der Integral- 
gleichung (3.4) und damit such fiir die Existenz einer Liisung des Randwert- 
problems (A). 
Wir formen (3.21) und (3.22) noch etwas urn. Aus dem Satz von Fubini 
und den Eigenschaften der Greenschen Funktion folgt mit (3.21) 
0 = J‘,, [s, (f(rs rl(yN - T(Y)) WY, xi a: - 4 d&t] 44 dF, 
(3.23) 
= !a0 MY, T(Y)) - rl(yN (j-G 49 G(x, Y; a - 4 dF,) df’,, . 
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Multipliziert man die Gleichung (3.23) mit dem Faktor (1 - T) durch, so 
folgt mit (3.20) die Orthogonalit%tsrelation 
0 = j-Q vi(y) ’ (f(r, T(Y)) - T(Y)) @ti = (vi ,f(., 4 - 4. (3.24) 
Fiir die Bedingung (3.22) ergibt sich entsprechend 
(3.25) 
Damit ist der folgende Satz bewiesen: 
SATZ 2. Die Funktion f (x, t) gentige den folgenden beiden Bedingungen: 
(I) f(X, t) E C@Q x (- 00, 00)); 
(II) es existiere eine Funktion a(x) E C(3Q) (a(x) > 0), eine Konstunte 
b > 0 und eine Konstante y (0 < y < 1) mit 
j .f(x, t) - t I < 44 + b I t Iv> XEim, tE(- co, aI>. (3.26) 
Ferner sei D ein kompakter Bereich der komplexen Zahlenebene C, und P die 
(endliche) Menge der Polstellen des linearen Randwertproblems (B). Dann gilt: 
(a) Falls 01 - 1 $ P ist, existiert fiir jede Funktion /? E C(X?) eine Losung 
der Randwertaufgabe (A). 
(b) Falls OL - 1 E P ist, besitzt das lineare Randwertproblem mit 
Av=O in L?; 
&I 
y&+(a:-l)v=o auf 352 
(3.27) 
endlich viele Eigenliisungen, etwa vu1 ,..., vT . Ist dann die Gleichung 
(Vi , f (., d - 4 = 0, i = l,..., r (3.28) 
fiir jede Funktion 7 E C(i%‘) erfillt, so ist die Bedingung 
(Vi , P> = 0, i = I,..., r (3.29) 
notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit der Randwertaufgabe (A). 
Folgerung. Setzen wir speziell 
f (., 4 = % (3.30) 
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so erhalten wir die lineare Randwertaufgabe mit 
Au =0 in 9; 
au=u+/3 auf ?XO. 
(3.31) 
Aus Satz 2 folgt dann: 
(a) 1st (Y - 1 $ P, so existiert fur jede Funktion /3 E C(aQ) eine L&sung 
von (3.31). 
(b) 1st (II - 1 E P, so gilt fur jede Funktion 7 E C(aQ) die Beziehung 
(Vi ,f(., rl) - 71) = (% > 7 - 7) = 0, i=l ,...T r, (3.32) 
und somit ist (3.28) trivialerweise erfiillt. Daher ist wegen (3.29) die Bedin- 
!w% 
(Vi , 8) = 0, i = l,..., r (3.33) 
notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Losung von (3.31). Dieses 
Ergebnis stimmt mit den Resultaten der linearen Theorie (vgl. Sektion 2) 
iiberein. 
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